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注意

• This PDF version is made on December 5th 2023, almost six years
after from the original HTML version.

• 有些证明的部分，我没有用 Dirichlet 卷积，所以证明本身会被挑剔的
人责备不严谨。

• 下文会用 [A] 代表「如果 A 为真，则为 1；否则为 0」。

• 这点东西可能对于 competitive programming 而言足够了，但是肯定
还有很多不够的东西；对于不够的东西只能让阁下自行补全了

1 Möbius 反演

1.1 算术函数 [3]

对于某个函数 f(x)，假如 x ∈ N+ ∧ f(x) ∈ C，就说它是算术函数。而
当对于这样的（就是说，是一个算术函数的）f(x)，假如：

∀nm, gcd(n,m) = 1 → f(nm) = f(n) + f(m)

，则说它是加性的；当然，类似地，假如：

∀nm, gcd(n,m) = 1 → f(nm) = f(n)f(m)

，则说它是积性的。假如不需要这个前件，即：

∀nm, f(nm) = f(n) + f(m)
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或：
∀nm, f(nm) = f(n)f(m)

，则称为完全加性/积性的。

1.2 Möbius 反演

Möbius 反演说的是，假如有两个算术函数 f(x) 和 g(x) 有这样的关系：

g(x) =
∑
d|x

f(x)

其中 d | x 即「x 可被 d 整除」，如
∑

d|6 d = 1 + 2 + 3 + 6；那么则有：

f(x) =
∑
d|x

µ(d)g(
n

d
)

其中 µ(x) 定义如下：

• µ(1) = 1

• µ(x) = (−1)a，其中 a 是 x 的不同的、质因子的个数。如 µ(12) =

(−1)2 = 1，因为 12 = 22× 3，不同的质因子只有 2 和 3，所以是 2 个，
所以是 (−1)2。µ(x) 被称作 Möbius 函数。

1.3 (1 ∗ µ)(n) = [n = 1]

实际上是在说
∑

d|n µ(d) = [n = 1]。这实际上是 Möbius 函数自身的性
质。

1.4 第二类 Möbius 反演

定义 F (x) =
∑

x|d f(d)，有 f(x) =
∑

x|d µ(
d
x
)F (d)。

2 应用

Möbius 反演可用于简化对于某些数论问题的计算：对于 f(x)，我们可
以构造出（至少是试图构造出）一个更加简单的 F (x)，并应用这一定理将
对 f(x) 的计算化为对 µ(x) 和对 F (x) 的计算。
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2.1 互质对 [2]

问题：

∀nmij,
n∑

i=1

m∑
j=1

[gcd(i, j) = 1] =?

让我们先来考察一下直接计算的复杂度。

• 判断 gcd(i, j) = 1 需要的时间是计算出 gcd(i, j) 的时间与判断其是否
为 1 的时间之和，是 O(logk)；

• 这一操作要经历两层循环（
∑n

i=1

∑m
j=1），是 O(nm)。

总复杂度为 O(nmlogk)，其中 k为min(n,m)；在 competitive programming
中，n 和 m 的范围一般都是一样的，所以复杂度可以计为 O(n2logn)。那
么这样的复杂度能够承受多大的范围呢？按照以往的经验，1000ms 对应
1× 108 ∼ 2× 108，因此保守计算（在 1000ms 的限制下）n 最大可以有 103，
这显然是不够的。
试图对其应用 Möbius 反演：

n∑
i=1

m∑
j=1

∑
d|gcd(i,j)

µ(d)

实际上也就是：
n∑

i=1

m∑
j=1

min(i,j)∑
x=1

[x | gcd(i, j)]µ(d)

理由很简单：只有当 x | gcd(i, j) 时才会有 µ(d)× 1，于是就相当于只加了
d | gcd(i, j) 的 µ(d)。
而这实际上等于：

n∑
i=1

m∑
j=1

min(i,j)∑
d=1

[d|i][d|j]µ(d)

假如我们先遍历可能的 d，这实际上就是：

k∑
d=1

µ(d)
n∑

i=1

m∑
j=1

[d|i][d|j]
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有一个直观的理由：先计算要不要取（即 [d|i][d|j]）然后再计算 µ(d)，与先
计算 µ(d) 然后再决定是否取，结果是一样的。由上可得：

k∑
d=1

µ(d)

(
n∑

i=1

[d|i]

)(
m∑
j=1

[d|j]

)

易知有
∑n

i=1[d|i] = ⌊n
d
⌋，于是实际上就是：

f(x) =
k∑

d=1

µ(d)⌊n
d
⌋⌊m

d
⌋

其中 k = min(n,m)。对其分析复杂度：µ(d) 可以用 O(n) 的时间使用
线性筛先行计算，在这一等式中 µ(d) 应视为 O(1)；我们可以直接遍历
[1..min(n,m)]，时间复杂度为 O(n)；总计时间复杂度为 O(n)。于是，通过
使用 Möbius 反演，我们将原本 O(n2logn) 的计算转变成了 O(n) 的计算。

2.2 HDU 1695

问题：

∀bdk,
n∑

i=1

m∑
j=1

[gcd < i, j >= k] =?

其中规定 < i, j >=< j, i >。
对于其中的规定先不管（因为可以用简单地用「全部 - 重复部分」的方

法解决；而「重复部分」的计算与「全部」的复杂度是一样的），其复杂度
跟上一个问题是一样的，为 O(bdlogk)，而规定本身对复杂度没有影响。那
么，要怎么办呢？

1. 定义 f [n,m](k) =
∑n

i=1

∑m
j=1[gcd(i, j) = k]，再定义：

F [n,m](k) =
∑
k|d

f [n,m](d) (1)

= f [n,m](k) + f [n,m](2k) + f [n,m](3k) + · · · (2)

=

⌊min(n,m)
k ⌋∑

x=1

f [n,m](xk) (3)

。为什么是 ⌊min(n,m)
k

⌋？是因为这里的 k 实际上是受限的：f 的定义
中有 gcd(i, j) = k，可知 k 最大只能是 min(i, j)，即 min(n,m)。
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2. 通过第二类Möbius反演得到 f [n,m](k) =
∑⌊min(n,m)

k ⌋
x=1 µ(x)F [n,m](xk)。

3. 考察 F [n,m](k)。实际上有：

F [n,m](k) = f [n,m](k) + f [n,m](2k) + · · · (4)

=
n∑

i=1

m∑
j=1

[k|gcd(i, j)] (5)

= ⌊n
k
⌋⌊m

k
⌋ (6)

4. 整合得 f [n,m](k) =
∑⌊min(n,m)

k ⌋
i=1 µ(i)⌊ n

ik
⌋⌊m

ik
⌋

考察其复杂度：对于 ⌊min(n,m)
k

⌋，最坏情况有 ⌊min(n,m)
k

⌋ ∼ min(n,m) ∼
n，即 O(n)；F [n,m](k) 的计算很容易知道是 O(1)；对于 µ，可以先进行
O(nlogn) 的直接按定义计算或 O(n) 的线性筛进行计算。于是总体复杂度
为 O(nlogn+ n× 1) ∼ O(nlogn) 或者 O(n)（使用线性筛）。

2.3 HYSBZ 2005

要意识到题目中的 k 实际上是 gcd(i, j)− 1。于是问题为：

∀nm,
n∑

i=1

m∑
j=1

[2(gcd(i, j)− 1) + 1] =?

但是我们不直接对此构造 f(k)；即，我们不计算 2(gcd(i, j) − 1) + 1 的和，
而是计算 gcd(i, j) = k 的个数与 2k + 1 的乘积；这样就将问题变成了计算∑

k

[
(2k + 1)

∑n
i=1

∑m
j=1[gcd(i, j) = k]

]
。与上一个问题类似，这里的 k 也

是受限的。计算的总复杂度为 O(n2)。

3 优化 [1]

在上一节最后一个问题中我们看到了直接解决的时间复杂度为 O(n2)

（我可从来都没有说可以按这个方法 Accepted），按照题目给出的数据范
围，这是不够的。我们需要重新考虑一下能够缩减计算时间的地方。用
f [n,m](k) =

∑n
i=1

∑m
j=1[gcd(i, j) = k] 作为示例对象：

• 对于 µ，我们最好就只能做到 O(n) 了。打表另谈，但是打 105 级别的
表⋯⋯且不说会不会有对源代码长度的限制，我们真的需要做得这么
硬核打那么长的表吗？
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• 我们已经得到 f [n,m](k) =
∑⌊min(n,m)

k ⌋
i=1 µ(i)⌊n

k
⌋⌊m

k
⌋，但是显然，我们

肯定对
∑
做不了什么。

• 于是我们就只剩下了 ⌊n
k
⌋。可这是 O(1) 的，我们真的能够对这个做什

么吗？我们似乎什么都做不了。那么该怎么做呢？在上一节的最后一
个问题里，我们没有直接计算每「一个」的和，而是对每一个可能的 k

的个数然后再乘以 2k + 1，算的是积；对于这个问题，我们能否不去
计算每一个 ⌊n

k
⌋⌊m

k
⌋，而是计算它与某种东西的积？

试一试吧。假设 n = 32,m = 40, k = 2：

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ...
n/ik 16 8 5 4 3 2 2 2 1 1 1 1 1 1 ...
m/ik 20 10 6 5 4 3 2 2 2 2 1 1 1 1 ...
mu 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1 -1 0 -1 1 ...

我们可以看到，对于 µ 我们确实做不了什么（那是当然的），但是 ⌊ n
ik
⌋ 和

⌊m
ik
⌋ 都有重复的部分（如 i = 7̃8 和 i = 11̃）。因此，假如我们能够计算出这

样的重复部分的大小，我们就能够将原来的对 ⌊ n
ik
⌋⌊m

ik
⌋ 进行的多次计算缩

减为 1次：假设对于某个重复部分其长度为 α，那么这个重复部分整体的和
等于 α

(∑B
i=A µ(i)

)
⌊ n
ik
⌋⌊m

ik
⌋；我们就可以通过计算每一个重复部分得出同

样的结果。
于是问题就变成了：

• 重复部分的个数肯定是要比 n 小的；那么究竟小到什么程度？

• 我们该怎么知道重复部分的长度？

• 就算我们有了重复部分，我们还是要计算 µ 的和，这样的话我们还是
需要遍历重复部分里的每一个 i。那么我们用于思考改进方法的时间
是不是浪费了？

3.1 优化的程度

结论是，⌊n
k
⌋的取值不会超过 2

√
n个，即这样的重复部分不会超过 2

√
n

个。

• 当 1 ≤ d ≤
√
n 的时候，由于 d（记住，一直都有 d ∈ N+）不会多于

√
n 个，所以总共最多只有

√
n 个。
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• 当
√
n ≤ d ≤ n 的时候，这时变成了 1 ≤ ⌊n

d
⌋ ≤

√
n 了，根据上一条

可知 ⌊n
d
⌋ 不会多于

√
n 个，因此与其对应的 d 也不会多于

√
n 个。因

此共计不会多于 2
√
n 个。对应上一节最后一个问题，假如进行这样的

优化，我们可以将时间复杂度从 O(n2) 缩减至 O(n
√
n)。

3.2 重复部分长度的计算

有一个简单到令人惊愕的方法：对于任意 i，计算下一个最小的令 ⌊n
j
⌋ ≤

⌊n
i
⌋ 的 j；j 就是下一个重复部分的开始。对这一不等式做如下变形：

⌊n
j
⌋ ≤ ⌊n

i
⌋ (7)

⇒j⌊n
j
⌋ ≤ j⌊n

i
⌋ (8)

⇒
⌊

n

⌊n
i
⌋

⌋
≤ j (9)

⇒j ≥
⌊

n

⌊n
i
⌋

⌋
(10)

对于 ⌊m
j
⌋ 同理。回到上一节最后一个问题。我们在判定重复部分的时候必

须要满足对于在范围内的所有 i，⌊ n
ik
⌋ 和 ⌊m

ik
⌋ 必须相等，于是我们就需要

min(n/(n/ik),m/(m/ik))。

3.3 µ 的前缀和

对于第三个问题，答案是「我们根本就不需要在计算时遍历每一个 i」。思
考一下，

∑m
i=n f(i)（假设有 1 ≤ n ≤ m）实际上等于

∑m
i=1 f(i)−

∑n−1
i=1 f(i)，

而这个
∑n

i=1 f(i)，我们可以在使用线性筛得出 µ 时同时计算，因为计算
µ(n) 时，（按照同样的方法）我们已经得到了 µ(n) 和

∑n−1
i=1 µ(i)。

4 证明，Dirichlet 卷积

4.1 Dirichlet 卷积 [4]

Dirichlet 卷积指的是：

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g(
n

d
) =

∑
ab=n

f(a)g(b)

来看一下它的性质吧。

7



• ∀fg, f ∗ g = g ∗ f

• ∀fgh, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

• ∀fgh, f ∗ (g+ h) = f ∗ g+ f ∗ h = (g+ h) ∗ f，其中定义 (f + g)(x) =

f(x) + g(x)。

• ∀fg, f ∗ ϵ = ϵ ∗ f = f，其中定义 ϵ(x) = [x = 1]

这已经跟上述的 Möbius 反演公式看上去很像了。比较一下：

f(x) =
∑
d|x

µ(d)g(
n

d
)

不对啊？看上去应该是

(µ ∗ g)(n) =
∑
d|x

µ(d)g(
n

d
)

呀？
其实 Möbius 反演定理说的就是：

g = 1 ∗ f ↔ f = µ ∗ g

定义 1(n) = 1，g(x) 实际上就是：

g(x) = 1 ∗ f(x) =
∑
ab=x

1(a)f(b) =
∑
ab=x

f(b) =
∑
b|x

f(b)

4.2 证明

µ(x) 有个特别的性质：
1 ∗ µ = ϵ

，即对于任何 n > 1： ∑
ab=n

1(a)µ(b) =
∑
d|n

µ(d) = 0
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，对于 n = 1 则有
∑

ab=1 1(a)µ(b) = µ(1) = 1。于是证明一下子就变得很
简单了：

g = 1 ∗ f (11)

⇒µ ∗ g = µ ∗ 1 ∗ f (12)

⇒µ ∗ g = (1 ∗ µ) ∗ f (13)

⇒µ ∗ g = ϵ ∗ f (14)

⇒µ ∗ g = f (15)

5 证明（第二类），基本地

假设对于 f(k) 我们按照如下的公式得出 F (k)：

F (k) =
∑
k|d

f(d)

应该知道 F (k) 实际上是：

F (k) = f(k) + f(2k) + f(3k) + · · ·

因为 k | d，即 d 整除 k，那么 d 就只可能是某某倍的 k。
现在我们证明这个：

f(k) =
∑
k|d

µ(
d

k
)F (d) (16)

因为我们有 d = k, 2k, 3k, · · ·，于是我们有 d
k
= 1, 2, 3, · · ·。从此我们可以得
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出： ∑
k|d

µ(
d

k
)F (d)

= µ(1)F (k) + µ(2)F (2k) + µ(3)F (3k) + · · · (17)

= µ(1)[f(k) + f(2k) + f(3k) + · · · ]

+ µ(2)[f(2k) + f(4k) + f(6k) + · · · ]

+ µ(3)[f(3k) + f(6k) + · · · ]

+ · · · (18)

= µ(1)f(k) + {[µ(1) + µ(2)]f(2k)}

+ {[µ(1) + µ(3)]f(3k)}+ {[µ(1) + µ(2) + µ(4)]f(4k)}

+ · · · (19)

=
+∞∑
i=1

f(ik)∑
t|i

µ(t)

 (20)

对于后面的
∑

t|i µ(t) 这一部分，注意每一个 f(k) 前面的 µ 的和：如，对
于 f(4k)，前面的和是 µ(1)+µ(2)+µ(4)，而对于 f(6k) 前面的和是 µ(1)+

µ(2) + µ(3) + µ(6)，诸如此类。
设 A = ik，现在我们有：

i =
A

k
(21)

f(k) =
+∞∑
i=1

f(A)∑
t|Ak

(µ(t))

 (22)

后面的
∑

t|Ak
(µ(t))，实际上就是我们在上面提及的 Möbius 函数的性质：当

A
k
= 1，即 A = k 时，我们有

∑
t|Ak

(µ(t)) = 1；其余时候为 0。
于是我们可以得到：

+∞∑
i=1

f(A)∑
t|Ak

(µ(t))


= f(k)× 1 + f(2k)× 0 + f(3k)× 0 + · · · (23)

= f(k) (24)
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